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Resumen

Consideramos el siguiente problema de Dirichlet:

—Au = |u|7tu en Q,
u=0 en 05,

donde Au = div(Vu) es el operador de Laplace. Una herramienta cldsica para abordar este tipo de
ecuaciones es el Calculo de Variaciones, que permite relacionar soluciones del problema con puntos
criticos de ciertos funcionales definidos sobre espacios adecuados.

En particular, para algunos ¢ las soluciones buscadas corresponden a puntos silla del funcional
asociado. En este contexto, el Teorema del Paso de la Montana, formulado por Ambrosetti y
Rabinowitz en 1973, constituye una herramienta fundamental para garantizar la existencia de tales
puntos criticos. Su nombre proviene de la forma geométrica tipica de los funcionales a los que se
aplica, que recuerda al perfil de un paisaje montanoso.

Este apunte fue escrito para un curso de estudiantes dictado en el XVIII Congreso Dr. Antonio
Monteiro donde se propuso estudiar en detalle el Teorema de Paso de la Montana y explorar sus
aplicaciones a distintas ecuaciones diferenciales. Estas notas se basan principalmente en el libro de
Evans [1].






Capitulo 1

Motivacion

1. Introduccién

Sea x = (21,2, -+ ,op) € R™ y u : R® — R. Denotamos sus derivadas parciales de la siguiente
_ 0 _ _o?
manera dju = gt 0 0; ju = ngﬂj. Luego,

DEFINICION 1.1. Una ecuacion diferencial en derivadas parciales es de la forma:
2
F(.’Ehﬂfg,' Ty T, Uy alua82u7 e ,81’11,') =0
donde u es la incdgnita.

Denotando el Vu = (0yu, dau, - - - ,0pu). Sea F = (Fy(z),- -+, F,(z)) un campo vectorial C! sobre
R™ entonces la divergencia de F es la funcién de definida por:
0F, oF,
divF = 2L + ... ,
v oy toot oz,
Ahora, estamos en condiciones de definir Laplaciano como:
Au = div(Vu).

Este operador esta presente en muchas ecuaciones famosas:

s Ecuacién de Laplace, Au = 0 en €.

s Ecuacién de Poisson, Au = f en (.

» Ecuacién del Calor o difusién , uy — Au =0 en Q x (0,00).
» Ecuacién de Ondas, uy — Au =0 en Q x (0,00).

Para motivar el teorema objeto de este curso estudiaremos la siguiente ecuacién:

(1.1)

—Au = |u|T 1y en {
u=20 en 0.

Esta ecuacién tiene condicion de borde constante, este tipo de condiciones recibe el nombre de Dirichlet.

2. Preliminares

Recordemos el Teorema de Gauss de [3]

TEOREMA 1.2 (Teorema de la Divergencia (Gauss)). Sea Q una region sdlida simple y S la su-
perficie frontera de ), dada con orientacion positiva (hacia afuera). Sea F un campo vectorial cuyas
funciones componentes tienen derivadas parciales continuas (C*(2)) en una region abierta que contiene

Q). Entonces,
// F.dS :/// divF dV.
s Q
7



] 1. MOTIVACION

Existe una versién més general en R", que aplicada al campo F = u - ¢; donde u € C*(€) dice lo
siguiente:

TEOREMA 1.3. Sea u € C*(Q) y  C R™ abierto con borde suave. Entonces

/ u~l/1'dS:/uzid£E.
oN Q

OBSERVACION 1.4. Para ver 1.3 usamos que divF = uy, y F-v=u-e-v=u-y.

COROLARIO 1.5. Tomando uv en Teorema 1.3 obtenemos

/ uv-l/idS:/(uv)xi dx
oN Q
:/umjvdan/uvxi dx.
Q Q

COROLARIO 1.6. Tomando u y v = v, en el Corolario 1.5, para u,v € C?({2)

/ Uy, Vg, AT = —/ UV, q; AT —l—/ UV, - V; dS.
Q Q o0

Z/umvz dx:/Vqudx,
=179 Q
Z/uvzz dx:/uAvdm,
=179 Q@

Sumandoi=1,---,n

Z/ uvmi~1/idS:/ u@ds.
P rle) oo OV

Juntando todo, obtenemos

(1.2) /Vquda:z—/uAvdm—l—/ u@ds.
Q Q oo OV

Para finalizar la secciéon de preeliminares debemos recordar los Espacios de Lebesgue
LP(Q) = {u una funcién medible: / |ulP do < oo} 1<p< o
Q

Estos espacios estan equipados con las normas

1
lullzo ) = llull, = ( / |u|pdx) 1 <p< o
2

Decimos que u,, — u en LP(Q) si |Ju, — ull, — 0 cuando n — 0. Estos espacios son de Banach.
Para el caso particular cuando p = 2, podemos definir la norma a través de un producto interno

|ull2 := (u,u)2 donde
(u,v) = / uv dx.
Q
Luego, L?(9) es un Espacio de Hilbert.
Una desigualdad muy conocida que serd utilizada en este apunte es la Desigualdad de Hoélder

TEOREMA 1.7 (Desigualdad de Holder). Sil <p <oy % + % =1 entonces

1fglle < 17 1Ipllgllq-



3. ESPACIOS DE SOBOLEV 9
3. Espacios de Sobolev

Para desarrollar el tema de Espacios de Sobolev, nos guiaremos del libro de Evans [1].

Queremos definir un concepto de derivada que sea mas débil, que sea ”lo minimo que necesitamos
para que valga partes”. Es decir queremos que para toda v € C$°(Q):

/@uvdx: —/ uo;v dx.
Q Q

Nos interesa encontrar una ¢ tal que para toda v € C2°(Q) valga

/aiuvdx:/(bvdx.
Q Q

Veamos que, si existe, la ¢ es Gnica. Supongamos que hay 2, sean ¢ y ¢ tales que
/ prvdr = 7/ Vg, udr = / P2v dx.
Q Q Q

/(¢1 - (bg)v dxr = 0.
Q

Luego

Usando el siguiente ejercicio:
EJERCICIO 1.8. Sea 2 un dominio de R™.
SifeLy ( )y [,fede=0VpeCX(Q)=f=0ctp.

loc

Obtenemos que ¢1 = ¢o y sabemos que la ¢ es unica. Eso nos permite definir la derivada débil o
derivada en sentido de las distribuciones:

DEFINICION 1.9 (Derivada débil). Sea u € L, (Q) decimos que u tiene derivada débil con respecto
de z; si existe ¢ € L}, () tal que

loc
/uvzidx:—/z@dm Yo e CHQ).
Q Q

Dicha ¢ es unica y la notamos ¢ = u,,.

DEFINICION 1.10. Una funcién u € L*(Q) es una funcién de Sobolev si sus derivadas distribu-
cionales O;u para i = 1,--- ,n se representan por una funcion ¢; € L} (). Este espacio se llama

1 loc
W, ().
DEFINICION 1.11. Definimos el Espacio de Sobolev

Wh2(Q) ={uc Wlloé(ﬂ) cu, 0 € LA(Q) Vi=1,--- ,n}.

La norma de este espacio es:

ullwz) = (/ IUIQdaH-Z/ |3iu|2dx> .
Q =179

Esta norma viene por un producto interno, sean u,v € WhH2(Q)
n

(u,v) := / wvdx + Z Oiud;v dz,
Q i=1

ullwregg) = (u,u)3.
Por lo cual es un Hilbert y lo denotamos como H'(£2).



10 1. MOTIVACION

Para nuestra aplicacién seréd de vital importancia el siguiente subespacio:

DEFINICION 1.12. LLamamos Wo2() a la clausura de las funciones C°(Q) en Wh2(Q).

Este espacio admite la siguiente caracterizacién:
OBSERVACION 1.13. Sea  acotado y 92 € C''. Suponemos u € WOI’Z(Q). Entonces,
u e Wy (Q) siy solosi u=0 en d.

Un resultado muy 1til es el siguiente:

TEOREMA 1.14 (Desigualdad de Poincaré). Sea Q@ C R™ un abierto y suponemos que existen
constantes a,b € R,a < b tales que Q@ C {x = (z1,2') € R” : a < x1 < b}. Entonces existe una
constante C' que depende sélo de (b — a) tal que

[ipaz<c [ viPas
Q Q
para toda f € W, (Q).

La demostracién de este teorema puede encontrarse en el libro de Evans [1].

OBSERVACION 1.15. Usando Poincaré, obtenemos que ||f]|2 + ||V f|l2 es equivalente a ||V f]]2 en
W2 ().

Para finalizar esta introduccién a los Espacios de Sobolev, una pregunta natural que surge es la
siguiente: ;Si u € W12(Q)) podemos asegurar que automdticamente u pertenece a otro espacio?.
La respuesta es que si y estd dada por el siguiente teorema

TEOREMA 1.16 (Teorema de inmersién de Sobolev). Sea Q Lipschitz, se tiene, que para toda
f € Wh3(Q), vale la desigualdad

Hf”q S C(paqvg)”f”l,%

2n

n—2"

Mas atin, cuando q < 2* la inclusiéon WH2(Q) < L4(Q) resulta compacta. Es decir, que si tengo una
sucesion acotada en WH2(Q) puedo extraer una subsucesion que converge fuerte en L%((Q).

para 1 < q < 2% =

La demostracion de este resultado puede encontrarse en el libro de Evans.

4. Soluciones débiles

Volvamos a nuestro problema:

(1.1)

~Au=|ul""'u en Q
u=20 en ON.

Queremos buscar una solucién de (1.1), asi que multiplicamos la ecuacién por v € C°(Q2) e integramos

sobre €.
—/Auvdﬂc:/ lu| v da.
Q Q

Usando (1.2) y que v tiene soporte compacto, obtenemos:

/Vqudm:/ |u| T uw de.
Q Q
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DEFINICION 1.17. Decimos que u € HE () es la solucién débil si verifica

/Vquda::/ |u|9  uw da
Q Q

para toda v € H}(Q).

OBSERVACION 1.18. Las soluciones débiles se convierten en soluciones clésicas si tenemos la regu-
laridad necesaria. En efecto, si tenemos una solucion débil

/Vqudx:/ |u| T uw de.
Q Q

—/Auvdaj:/ lu|? v dz
Q Q

y por el Ejercicio 1.8 tenemos que
—Au=|ul""u  ctpen Q.

Usando nuevamente (1.2),

Luego, si u € C?(2) N C () entonces u es una solucién clésica.

5. Calculo de variaciones

Suponemos {2 C R™ un abierto acotado con borde regular. Definimos la siguiente funcién:
L:R"xRxQ—R.
Llamaremos a L Lagrangiano.

Notaremos L = L(p, z,x) = L(p1, -+ ,Dn, 2, %1, ,Zpn). Donde p es el nombre de la variable que
sera sustituida por Dw(z) y z es la variable que sera sustituida por w(x). Supongamos

@[w}:/QL(Dw(z),w(x),x)d;v.

Para w una funcién regular que satisface la condicién de borde w = g en 0f2.

Supongamos v un minimo de ®, queremos ver que ecuacién diferencial verifica u. Dada ¢ € C$°(Q)
definimos 7 : R — R, i(t) = ®(u+tp). Como u es minimo sabemos que i(u) < i(t) Vtluegoi'(0) =0
Por otro lado,

)

i(t) = / L(Vu+tVe,u+ to, z) de.

Q

Derivando, nos queda
i'(t) = / Z L,.(Vu+tVu,u+tv,x)vs, + L (Vu+tVo,u + tv, z)v dz.
2 =1

Reemplazando t =0

n

0=1i(0)= / ZLW (Vu,u,z)vy, + L.(Vu,u,z)vdz.
Q=1

Como v tiene soporte compacto podemos usar partes y obtenemos

0= / <— (Lpi(VU,U,l'))m +L2(vu7u’x)> vdz.
Q i=1

7



12 1. MOTIVACION

Como vale para toda funcién test, obtenemos la siguiente ecuacién

— Z(Lpi (Vu,u,x))s, + L(Vu,u,z) =0 en Q.
i=1
Esta es la Ecuacién de Euler Lagrange.
|zt

2
OBSERVACION 1.19. Sea L(p, z,x) = % - T Definimos el siguiente funcional:

1 2 Ju[ 7
@(u):§/§l|Vu| da:—/Q ] dx.

Queremos que nuestro funcional este definido de WO1 2(Q) en R, para eso necesitamos que ¢+ 1 < 2* =

anQ, es decir, ¢ < % Su Ecuacién de Euler-Lagrange es —Au = |u|?!u en €.

{Cuando podemos garantizar que el funcional

Dlw] = / L(Dw(x),w(zx),x) dx
Q
posee un minimo?

La respuesta la obtenemos del siguiente teorema. Para entenderlo es necesario introducir algunas
definiciones:

DEFINICION 1.20. Decimos que ® es coersivo si ®(u) — oo cuando ||ul| — oc.
DEFINICION 1.21. Decimos que {ux} C X converge débil a u € X y lo notamos ux, — u, i
(v, ug) — (v, u)
para todo v € X'.
OBSERVACION 1.22. Ejemplo En X = L?()

/ ugv dr — / uv dx para todo v e L*(Q).
Q Q

Ahora si, estamos en condiciones de enunciar el teorema.

TEOREMA 1.23. Sea E espacio de Banach reflexivo, ® : E — R coerciva y acotada inferiormente,
si @ es secuencialmente semicontinua inferiormente para la topologia débil, es decir, si ur — wug
entonces ®(ug) < liminf ®(uy). Entonces existe ug € E tal que ®(ug) < ®(u) VYu.

La demostracién de este resultado y sus aplicaciones puede encontrarse en el libro de Evans.

No todas las ecuaciones pueden resolverse encontrando minimos del funcional. Volvamos a nuestro
ejemplo (1.1). El funcional asociado se puede acotar inferiormente como:

1 1
®(u) > = *do — —— 1 g,
=5 [ 1Vude— — [t ao

Fijamos uo € Wy ()
2

o) = [ 9uaar— [
ug) = — U T — u .
0 2 /g 0 1/ 0
Si notamos C1 = [, [Vuo|*dx y Ca = [, |ug|9" dz. Nos queda que

C C

B(tug) = —12 — —2_¢at1,

2 qg+1

Esto nos dice que si ¢ + 1 > 2 el funcional ® no esta acotado inferiormente.




Capitulo 2

El Teorema de paso de la montana

En este capitulo revisaremos el ya clasico Teorema del paso de la montana. Veamos ahora unas
definiciones previas para poder enunciar el teorema

DEFINICION 2.1. Decimos que ® es diferenciable en u si existe v € E tal que
O(w) =P(u) + (v,w—u)+O(JJlv—w|) VYw.
Donde (v,w — u) es el producto de dualidad. Notemos v = ®'(u)

DEFINICION 2.2. Decimos que u € E es un punto critico si ®'(u) = 0.

Consideramos los siguientes conjuntos:
Ac={u e E:d(u) <c}.
K.={u€eFE:®u)=cy ®'(u) =0}
DEFINICION 2.3. ¢ € R es un valor critico si K. # .
DEFINICION 2.4. Decimos que el funcional ® € C! satisface la condicién de Palais Smale (PS).
Si para cada {ug} C Wy*() tal que:

1. |®(up)| < e VE.
2. @ (uy) — 0.

Podemos extraer una subsucesion convergente.

1. El Teorema de paso de la montana

TEOREMA 2.5 (Teorema de paso de la montafia). Sea ® € C! que satisface (PS) tal que:

1. ®(0) = 0.
2. Ezisten r,a > 0 tales que ®(u) > a para ||u|| = 7.
3. Existe v € H con ||v|| >r tal que ®(v) <O0.

Entonces

c= fnf max o(g(t)),

es un valor critico

Donde T' = {g:[0,1] — Hcontinua, tal que ¢g(0) =0 g¢(1) =v}.

OBSERVACION 2.6. Pensemos en el grafico de ®(-) como un paisaje. Supongamos, que estamos
parados en el fondo de un valle ubicado en el 0 y hay un anillo de montanas que nos rodea. Mas alld

del mismo, hay otro valle y ahi esta la ubicacién v a la que queremos llegar. ;Qué camino nos conviene
elegir?.

13



14 2. EL TEOREMA DE PASO DE LA MONTANA

Respuesta: Elegimos, entre todos los pasos de la montana posibles, aquél que sea el més bajo de
todos.

Para ejemplificar la geometria que tiene el funcional que verifica las hip6tesis del teorema veamos
la siguiente ilustracién que aparece en [2].

Acd el color representa la altura de la montana. El pico més alto estd representado por el color rojo
y el punto mas bajo es de color violeta. La curva roja representa el camino uniendo el cero con v y ¢
resulta ser el punto critico que encuentra el teorema que no es otra cosa que un punto silla.

Para demostrar el Teorema de Paso de la montana necesitamos el siguiente lema

LEMA 2.7 (Lema de deformacién). Suponemos ® € C' que satisface (PS). Ademds K. = 0.
Entonces para cada € > 0, existe una constante 0 < 6 < £ y una funcion n € C([0,1] x H, H) tal que
ne(u) = n(t, u) (0<t<1,u€ H) satisface:

. no(u) =u (u € H).

.m(u) =u (ug @ te—e,c+el).
C(p(w) < B(w)  (weHO<t< 1),
. nl(Ac-HS) - Ac—é-

> W N~

DEMOSTRACION. Vamos a separar la prueba en varios pasos:
Paso 1: Existen 0 < 0,e < 1 tales que:

(2.2) @ (w)| >0  ue Acre \ Ae—e.
En efecto, suponemos que no, es decir que existen o, — 0, £ — 0 tales que
uk € Acye, \Ae—e, v 19 (wi)ll < 0%

Entonces uj, es una sucesién de Palais Smale y como el funcional satisface (PS) tenemos que ug; — w.
Por continuidad del funcional ®(u) = ¢ y ®'(u) = 0. Entonces K. # 0. Absurdo!!! Luego, vale (2.2).
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Paso 2: Construccién del potencial

Sea
2

0<do<e y O<5<%

y definimos los conjuntos
A={ue H: P(u) <c—c 0 P(u) >c+e}.

B:={u€eH:c—§<P(u) <c+d}.
Nos construimos la funcién g
dist(u, A
o) = A
dist(u, A) + dist(u, B)
Se puede ver que 0 < g<1;g=0enAd; g=1lenB.

Definimos
1 0<t<1
ht) = {1 t>1
? [l .

Luego, juntando todo construimos el potencial:

V(u) == —g(u)h(||® (u)[) @’ ().

Paso 3: Construccién de n
Usando V' como potencial, nos construimos la siguiente ecuacién:

D —ynt) (¢
03 V(1) (> 0)

n(0) = u.
Donde

n = n(t,u) = n(w).
Entonces 1 es C*, 7(0) = u, eso prueba el item 1.
Veamos el item 2, si u ¢ ®7[c — &,c + €] entonces u € A y luego g(u) = 0y V(u) = 0. Notemos
entonces que 7.(u) = u es solucién de (2.3). En particular, para t = 1 vale que 11 (u) = u y el item 2
queda demostrado.

Paso 4 : Prueba del item 3.
Calculamos de la derivada de 7

() = (), )

= (@ (e (), V (1e(w)))
= —g(ne(w))R([|®" (e (w)) )| 2" (1 () |-

Luego £-®(n;(u)) < 0y esto nos dice que 7 es decreciente en ¢ y en particular ®(n;(u)) < ®(u) para (u €
H,0 <t<1). Esto prueba el item 3.

Paso 5: Veamos el item 4

Sea u € Acys.

Si m:(u) ¢ B para algin 0 < t < 1 entonces listo. En efecto, pues si ®(n:(u)) < ¢ — § entonces
D(n(u)) < ¢—9. El caso ®(n(u)) > ¢+ 0 es absurdo ya que ®(n(u)) < @(u) < c+94.

Luego, s6lo hay que analizar el caso n:(u) € B, entonces g(n:(u)) = 1. Ademds,

%‘P(m(w) = —h([|’ (ne(u)) D" (e () )II*.
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Si || D' (n:(u))|| > 1 entonces %@(nt(u)) < —o.
Si || D (n:(u))|| < 1 entonces %@(nt(u)) < —g2.
Integrando la derivada entre 0 y 1, obtenemos
B(n(u) <P(u) —o?> <c+6—0><c—34.
Esto finaliza la prueba del item 4. O

Ahora, estamos en condiciones de probar el Teorema de Paso de la Montafia.

DEMOSTRACION. Tomo tg con ||g(tg)|| = r, entonces ®(g(tp)) > a. Luego ¢ > a.
Supongo K. =0,0<e < §
Por el Lema de deformacién, existen 0 < é < € y 7 tales que:

L. n(Ac+5) C Acs.
2. m(u) =u siug @ e—eg,c+el.
3. no(u) = u.

Tomamos g € I" tal que

A < .
dn PO s ero

Definimos g =nog estden' ={g:[0,1] — H continua ¢(0) =0 ¢(1) =v} pues:
1(9(0)) = n(0) = 0.
n(g(1)) = n(v) = v pues ®(v) < 0. Usando que 1, tenemos que:

dudx ®(g(1)) < ¢ —0.

Por otro lado, por la definicién de ¢

= Inf x P(g(t)) < sx P(a(t)) < c— 6.
¢ = fnf mix (g(t)) < yodx (g(t)) <c -6

Absurdo!!!
Luego K. es no vacio. O

2. Una aplicacién

Volvamos a nuestra aplicacién:

(2.4) _Au=luu en 9,
u=20 en Of.
Recordemos que estamos considerando W, ?(Q) y su norma es [ju|| = (fo [Vul? dm)%. Queda definido

entonces el siguiente funcional,

1 1
d(u) == | |Vul?de — —— a*1 gy,
() 21ﬂ uf*de q+1lgw v

. . 1.2 .
Queremos que nuestro funcional este definido de W;;’” en R, para eso necesitamos que g+1 < 2* = —HQfQ,
es decir, ¢ < 242
Sea

1
J(u) = 7/ Vul? da
2 Jo
y §(u) = ﬁ Jo [u|9 dz. Podemos reescribir @ como

D(u) = J(u) — F(u).
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Observemos que

Fu+v) = /\u|q 1uvd:v+q// (1 —8)|u+ sv|97 ds |v]? da.

Por otro lado, notamos que

1
"/ / (1— 8)|u+ sv|  ds o[ dz| < C / (Jul?=t + o] 1) v]? dz
QJo Q

e (/ |u\q_1|v|2dx+/ |v|q+1dar) .
Q Q
Ademés, usando 1.7 y 1.14,

g—=1 2
q+1 q+1
/|u|q*1|v|2dxg (/ |u|q+1dx) (/ |v|q+1dx)
Q Q Q

= ||U||Lq+1(9)||v||Lq+1 Q) = < ||u||LQ+1(Q)HU||{2/VSv2(Q)

= O(HU”W(}’Q(Q))'

Resumiendo, tenemos que

(3 (u),v) = /Q |V dr.

Veamos que §’ es Lipschitz

18" (u1) = &' (u2) |20y = sup (3" (u1) = §'(u2), v)]-

vEW 2 (Q); |lv]l=1

Ademis,

(F (u1) — §'(u2),v) = (F (u1),v) — (§F'(uz),v) = /Q lug |97 ugv da — /Q lug |9 *uv da
< /QC|C|‘1_1(U1 — ug)vdx

< / Cllun]™™ + us] ) (s — uz)o da.
Q
Acotemos usando 1.7,

[ i + el s = w)oda
Q

n+2

n2

_n2_ _n2_
< Mollzz ) (/Q(|u1|q1 + Juz| ) P fug — ug| 7 dz)

SC(/(|u1q U gt 2dx> (/ luy — up|? dx) .
Q

Podemos concluir entonces que
I8 (0) = ()l < Cllun = g 20
También se puede probar que
(J'(u) / VuVo dz.
Luego, con la misma idea de antes obtenemos:

1 ur) = w2yt gy < Cllus = a2 gy,
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Finalmente, usando que ®'(u) = J'(u) — §F'(u). Tenemos que
(1) = () ly2-2y < Clur — wallya 2
Acabamos de probar que el funcional es continuo.
Verifiquemos que ® satisface (P-S).
Sea {uz} C Wy*(Q) tal que:

1. |®(ug)| <c Vk.

Queremos ver que tiene una subsucesién convergente.

Dado € > 0 existe un ko tal que [|®'(ug)|| <& Vk > ko. Como [|®'(uy)|| = sup, o @ (u).v) g,

lloll
nos dice que, [(®'(ug),v)| < g||v||. Entonces

/Vuvadxf/ lug |7 ugo do
Q Q

Elegimos v = ug, nos queda
/ |Vuk\2dac—/ lug |7 da
Q Q

Como ®(ug) = [, 3| Vug|* — qJ%l|uk|q'H dx < C.

<elol| Vo

< eljur].-

Multiplicando la ecuacién por ¢ + 1 nos queda

1
/ T G2 gt de < €.
o 2
Sumando la dos ecuaciones, tenemos que
+1
/(qT —1)|Vug2 dz < C + el|ug].
Q

Eligiendo £ = 1 tenemos que

+1
[ = DIV de <€+ .
Q

Es decir,
Cllugl® < e+ [luxll.

Acabamos de probar que {uy} es acotada en W, *(Q). Entonces existe u € W,2(Q) tal que uy — u,

: _ _ PESY
gracias a 1.16 podemos afirmar que uy — u en LIT1(Q). Tenemos que |uy |7 up — |u|9luen L7a .

Sea w = §F'(u), veamos que § (ug) — w.

15 (ur) = ' (@)[* = (' (ur) = F'(w), wp —w) = /Q(Iu/f\q’luk = Ju] " ) (wk — w) d

9 _1
q+1 q+1
< ( [ (ol e = dz) ( [ o=l dx>
Q Q

ek = wll oy < llow = wllyegq) = I8 () - § @)l

Simplificando la norma a ambos lados de la desigualdad, nos queda que

I (ur) = ' ()| < k| "~ s, — IUIq_1UIILa#(Q) —0

Adema3s
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Ahora, como @' (uy) = J'(ux) — F (ux), usando que §F' (ur) y ®'(ux) son convergentes. Luego, existe un
a tal que J'(ug) — a. Como J'(uy) — J'(u) entonces J'(u) = oy J'(ux) — J'(u). Ademss,
(T (ur) = " (w), ur = w)| < 1T (ue) = T (W)l — ul = 0
Recordando
(J' (ug) — J' (u),up — u) = / |Vuy, — Vu|? dz,
Q

Concluimos que {uy} es convergente en H} ().
Veamos que P satisface las hipotesis geométricas del teorema.

Que ®(0) = 0 es claro.
Si lullyy.2 () = 7 entonces (u) = 7 — [, qﬁ|u\q+1 dzx. Por otro lado,

a+1

2
/ ﬁ|u|qul de < C (/ Vu|2dx> = COrett,
Q4 Q

Reemplazando, nos queda que

1

d(u) > —r> — Critl = 7‘2(5 — Criti=?),

| —

Si elegimos, por ejemplo r tal que i = % — Cri~!, despejando resulta que r = (i)q+1 y para este r

se verifica que ®(u) > (%)7 1 3. Si definimos a = (4%5)7-7 1 nos construimos a y r que satisfacen lo
pedido.

Sea ug € Wy *(Q) tal que [uollyy-2 (- Entonces

P —t2 Vugl|? d —tql atl g
tug) < U €T U €T
( 0)72/9‘ o Q+1/Q|O|

< ? ot =2 (Lo
=2 2 '

Si elegimos t > 0y (2 — Ct971) < 0 despejando ¢ nos queda que t > (%)ﬁ Resumiendo, vimos que
si||ul| =¢ con ¢ > (%)q%l entonces ®(u) < 0.

Acabamos de verificar que el funcional satisface las hipdtesis del Teorema de paso de la montafia.
Concluimos, entonces que ¢ es un valor critico.
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